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Zastosowania catek podwdjnych i potréjnych w geometrii

@ Pole obszaru regularnego D c R?

D] = ff dzdy.
D
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Zastosowania catek podwdjnych i potréjnych w geometrii

@ Pole obszaru regularnego D c R?

D] = ff dzdy.
D

@ Pole ptata S, ktéry jest wykresem funkcji z = f(x,y) gdzie (z,y) € D obszaru

regularnego
0f\2 (0f\2
1= 1 () (5) s

Anna Bahyrycz Zastosowania geometryczne i fizyczne catek podwdjnyc



Zastosowania catek podwdjnych i potréjnych w geometrii

@ Pole obszaru regularnego D c R?

D] = ff dzdy.
D

@ Pole ptata S, ktéry jest wykresem funkcji z = f(x,y) gdzie (z,y) € D obszaru

regularnego
0f\2 (0f\2
1= 1 () (5) s

@ Objetos¢ obszaru regularnego U c R3

|U|:ff dxdydz.
U
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Objetos¢ bryty V potozonej nad obszarem regularnym D c R? | ograniczonej
z dotu i z géry wykresami funkgji ciagtych z = d(xz,y) iz =g(z,y)

|V|=ffD[g(x,y)—d(w,y)] dady.
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Przykfad 1

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywymi:

v’ =4z i z+y=3.
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Przykfad 1

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywymi:

v’ =4z i z+y=3.
N\
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Przykfad 1

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywymi:

v’ =4z i z+y=3.
N\
: D
2 z+y=3
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—4 \\\‘\\
1/2 = 4:5\ Tt
i \\“

D] =/f dzdy =
D
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Przykfad 1

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywymi:

v’ =4z i z+y=3.
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VATadU

Obliczy¢ pole powierzchni fragmentu poftsfery

2 =/25 — x2 — y2 wycietego walcem z° +y* = 9.
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VATadU

Obliczy¢ pole powierzchni fragmentu pétsfery

2 =/25 — x2 — y2 wycietego walcem z° +y* = 9.
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s1= J[ \/ (52 dody.  fla) = VB2 =32, D= K((0,0).3)
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s1= J[ \/ (52 dody.  fla) = VB2 =32, D= K((0,0).3)

-z . of

—y _
i ()= F————, wigc
/25— 22 - y? dy 25 — 22 — y?

Poniewaz o1 (z,y) =
Oox
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s1= J[ \/ (52 dody.  fla) = VB2 =32, D= K((0,0).3)

-z . of

—y _
i ()= F————, wigc
/25— 22 - y? dy 25 — 12 — 2

s \/ i Y ed
= 1+ + =
| | [/];’((0,0),3) 25—:1:2—y2 25_x2_y2 xray

Poniewaz o1 (z,y) =
Oox
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s1= J[ \/ (52 dody.  fla) = VB2 =32, D= K((0,0).3)

-z . of

—y _
i ()= F————, wigc
/25— 22 - y? dy 25 — 12 — 2

S \/ s V' ged

= 1 =

5] ffK((o,o),:’)) " 25 — 2 — 2 " 25 — 22 — 2 Y

e
(00)3) V 25 -2 -y2 ~ JK((0.0)3) \/25 - 22 ~ 2

Poniewaz o1 (z,y) =
Oox
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s1= J[ \/ (52 dody.  fla) = VB2 =32, D= K((0,0).3)

-z . of

—y _
i ()= F————, wigc
/25— 22 - y? dy 25 — 12 — 2

) Y2
S| = ff il 4 + dxdy =
K (o,o),3 25 -x2—y2 25— 132 -2
I - Jetons) T
(00)3 25 — a:Q—y (00)3 25 — xQ—y

ff%\/—d@dp fo f \/_ ) f\/QZ—pfp?dp

Poniewaz o1 (z,y) =
Oox
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s1= J[ \/ (52 dody.  fla) = VB2 =32, D= K((0,0).3)

-z . Of

—y _
, , —2  wiec
V25 - x2 - y? ay( )= 25— x2 —y? ¢

S \/ 1.2 y2 d

= 1 dy =

| | &((070)73) T 25_z2_y2 + 25_1,2_y2 ray

ff [ 25 /f 5
k(003) V 25-22 -y Jk(©00)3) \/25 27—

f3f27r57pd<pdp:([2ﬂd<p)-(f357pdp):27rf3Ld

| t=25-p" |_ 16 gt ) i
N ‘ dt =-2pdp ‘ == [25 Vi _107“/_| =-107(4-5) = 107.

Poniewaz o1 (z,y) =
Oox
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Korzystajac z catki potréjnej wyprowadZ wzor na objetosc kuli o promieniu R.
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Korzystajac z catki potréjnej wyprowadZ wzor na objetosc kuli o promieniu R.
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Korzystajac z catki potréjnej wyprowadZ wzor na objetosc kuli o promieniu R.

0< r <R
Q 0< @ <27
-3< ¢ <35
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Korzystajac z catki potréjnej wyprowadZ wzor na objetosc kuli o promieniu R.
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|K((0,0,0), R)| = ff/K (000.5) 47847~
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Korzystajac z catki potréjnej wyprowadZ wzor na objetosc kuli o promieniu R.

0< r <R
Q 0< @ <27
-3< ¢ <35

1K((0,0,0), R)| = ff/K (00002) dedydz = ff[ﬂ 72 cos ) drdedip

4

([ rear)-(["ag)-( [ compa)=Lpomsin]’ = o

2
v
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FrzyKtad 4

Obliczy¢ objetos¢ obszaru V' ograniczonego powierzchniami

z=x?+y?, dz=a2?+y% A 2=1.
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FrzyKtad 4

Obliczy¢ objetos¢ obszaru V' ograniczonego powierzchniami

z=x?+y?, dz=a2?+y% A 2=1.
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_ 5 _ 3'£L‘2+y2
V=V1-V,, gdzieVi={(z,y,2)eR .Tstl}

i Va={(z,y,2) eR®: 2% +y* <2 <1}

Anna Bahyrycz Zastosowania geometryczne i fizyczne catek podwdjnyc



_ 5 _ 3'£L‘2+y2
V=V1-V,, gdzieVi={(z,y,2)eR .Tstl}

i Va={(z,y,2) eR®: 2% +y* <2 <1}

0< p <£2 0< p <1
Q,:{ 0< o <27 Qy:4 0< o 27
%g h < p2S h <1
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V=V-V,, gdzie Vi={(z,y,2)eR?: u

<z<1}
i Va={(z,y,2) eR®: 2% +y* <2 <1}

<2

0< p < 0< p <1
Q,:{ 0< o <27 Qy:4 0< o 27
2< h p2< h <1

VAl = ff dodydz = fff 0 dhdipdp = f f fl pdh] do)dp
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333+CU

V=Vi-V,, gdzieVi={(x,y,2)eR": <z<1}

i Vo= {(z,y,2) eR3: 22 +9° <z<1}

0< p <£2 0< p <1
Q:{ 0 ¢ <27 Qy:4 0< @ <27
2< h p2< h <1

Vil = ff dedydz = fff p dhdipdp = f f prdh do}d
:f02{f02w[P—%3]d<p}dp:2w[2p _7,0]
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333+CU

V=Vi-V,, gdzieVi={(x,y,2)eR": <z<1}

i Vo= {(z,y,2) eR3: 22 +9° <z<1}

0< p <£2 0< p <1
Q:{ 0 ¢ <27 Qy:4 0< @ <27
2< h p2< h <1

Vi = ff dzdydz = fff o dhdipdp = f f prdh dp)d

:f02{f02w[P—%]d¢}dp:2w[2p _7,0]
IVQI—ff dxdydz—f[/ﬂzpdhd@dp f f /p
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333+CU

V=V-V,, gdzie V;={(x,y,2)eR": <z<1}

i Vo= {(z,y,2) eR3: 22 +9° <z<1}

0< p <£2 0< p <1
Q:{ 0 ¢ <27 Qy:4 0< @ <27
2< h p2< h <1

Vil = ff da:dydz—/]f p dhdpdp = f [ fipdh d(p
- [T o~ aeyan =21 - 2] -2
|V2|‘f/ dxdydz—f[/ p dhdpdp = f [ f
- p?
:/(;1{/(;% [p_p3] dg&}dp:ZW[%pQ_iﬁl];:%ﬂ
IV|=|V1|—|VQ|:2W_%W:§W

2
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V=V/+V), gdzie V/={(z,y,2)eR3:22+y?<1 A #SZSQJQH/?}
i Vi ={(z,y,2) eR3:1<a?+9y% <2 A #stl}
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VAIdU A o

V=V/+V), gdzie V/={(z,y,2)eR3:22+y?<1 A z24;y23231'2+y2}

i Vi ={(z,y,2) eR3:1<a?+9y% <2 A #stl}

0< p <1 1< p <2
Q’lz 0< o 2 Q’z; 0< p <27

2 2 2

< h <p < h o<1
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VAIdU A o

V=V +Vy, gdzieVl’:{(;z:,y,z)e]R?’:;z:Q+y2£1/\124;‘1/232S3:2+y2}
ing{(x,y,z)eR3:1£x2+y2s2/\#s,zsl}
0< p <1 1< p <2

Q] : 023 % 2T Q5 : OZS p <27
2
< h <p < h o<1

Vil= [ asavaz= [[f, panagan= [*{ 7] [ pan] )i
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VAIdU A o

V=V/+V), gdzie V/={(z,y,2)eR3:22+y?<1 A 2y’ <z<z?+y?)

i Vi ={(z,y,2) eR3:1<a?+9y% <2 A #stl}

0< p <1 1< p <2
Q’l; 0< o 2 Q’z; 0< p <27

2 2 2

< h <p < h o<1

Vi= [J], dsavaz= [[][ pandgap= [ [7[ [ pan]ac}ap
LBl

16 8
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VAIdU A U

V=V/+V], gdzie V{={(z,y,2)eR3:2?2+y%<1 A 12:1—?/2&23902+y2}
a2
2

iVzlz{(x,yvz)GR3¢1Sx2+y2s2/\ “”24'4 <z<1}
Qp:1 0 ¢ <2m %4 0< ¢ <om
< ho<p? £< ho<1

|V1’|:/fvf dxdydzzf/fﬂllpdhdgodpzfol{f f pdh] de}dp
1o o3 3 1 3
:fo {fo [4 | de}dn- 27T[16 4] e
|V’|:[f d;z:dydz:fff dhdd:fz{f%[fl dh] dp}d
; v o Phdedo= | {1 | 2 pdb] deldp
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VAIdU A U

V=V/+V], gdzie V{={(z,y,2)eR3:2?2+y%<1 A 12:1—?/2&23902+y2}
a2
2

iVzlz{(x,yvz)GR3¢1Sx2+y2s2/\ “”24'4 <z<1}
Qp:1 0 ¢ <2m %4 0< ¢ <om
< ho<p? £< ho<1

|V1’|:/fvf dxdydzzf/fﬂllpdhdgodpzfol{f f pdh] dghd
1o o3 3 1 3
:fo {fo [4 | de}dn- 27T[16 4] e
|V’|:[f d;z:dydz:fff dhdd:fz{f%[fl dh] dp}d
; v o Phdedo= | {1 | 2 pdb] deldp

= f12{f02“ [p— %3] d@}dp:%[;pk 1i6p4]j =2m(1- 116) = gﬁ

V= |V{|+ V5] = f7r+f7r: -7
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Zastosowania catek podwdjnych w fizyce

Niech D c R? bedzie obszarem regularnym o gestoéci powierzchniowej masy o. J

@ Masa obszaru D

M= //D o(z,y) dedy.
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Zastosowania catek podwdjnych w fizyce

Niech D c R? bedzie obszarem regularnym o gestoéci powierzchniowej masy o. J

@ Masa obszaru D

M= //D o(z,y) dedy.

@ Momenty statyczne wzgledem os Ox i Oy obszaru D

MSgc:f[D yo(z,y) dxdy, MSy=/]D zo(x,y) dedy.
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Zastosowania catek podwdjnych w fizyce

Niech D c R? bedzie obszarem regularnym o gestoéci powierzchniowej masy o. J

@ Masa obszaru D

M= //D o(z,y) dedy.

@ Momenty statyczne wzgledem os Ox i Oy obszaru D

MS, = f[D yo(z,y) dedy, MS, = /]D xzo(z,y) dedy.
© Wspobtrzedne srodka masy obszaru D

_ MS, _ MS,
- =2, .

Trc
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Zastosowania catek podwdjnych w fizyce

Niech D c R? bedzie obszarem regularnym o gestoéci powierzchniowej masy o. J

@ Masa obszaru D

M= //D o(z,y) dedy.

@ Momenty statyczne wzgledem os Ox i Oy obszaru D

MS, = f[ yo(z,y) dedy, MS, = /] xzo(z,y) dedy.
D D
© Wspobtrzedne srodka masy obszaru D

M8, M8,
= M ) Yyc = M .

Trc

@ Momenty bezwtadnosci wzgledem osi Ox, Oy i punktu O = (0,0) obszaru D

Iffny%(x,y)dxdy, 1y=fwa20(w,y)d$dy, Io =ffD($2+92)U($vy)dxdy-
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Zastosowania catek potrdjnych w fizyce

Niech U c R? bedzie obszarem regularnym o gestosci objetoéciowej masy 7. J

@ Masa obszaru U

M:ﬂ] v(xz,y, z) dedydz.
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Zastosowania catek potrdjnych w fizyce

Niech U c R? bedzie obszarem regularnym o gestosci objetoéciowej masy 7. J

@ Masa obszaru U

M:ﬂ[U v(xz,y, z) dedydz.

@ Momenty statyczne wzgledem ptaszczyzn uktadu wspétrzednych obszaru U

MS,. = /fo xy(x,y, z) dedydz.
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Zastosowania catek potrdjnych w fizyce

Niech U c R? bedzie obszarem regularnym o gestosci objetoéciowej masy 7. J

@ Masa obszaru U

M:ﬂ[U v(xz,y, z) dedydz.

@ Momenty statyczne wzgledem ptaszczyzn uktadu wspétrzednych obszaru U

MS,. = /fo xy(x,y, z) dedydz.

© Wspbtrzedne srodka masy obszaru U

MS,. MS,. MS,,
S T Chis A T

Anna Bahyrycz Zastosowania geometryczne i fizyczne catek podwdjnyc



Zastosowania catek potrdjnych w fizyce

Niech U c R? bedzie obszarem regularnym o gestosci objetoéciowej masy 7. J

@ Masa obszaru U

M:ﬂ[U v(xz,y, z) dedydz.

@ Momenty statyczne wzgledem ptaszczyzn uktadu wspétrzednych obszaru U

MSacy:/]](-] Z’Y(mayaz) drdydz, Msz:/]L yV(xayvz) dzdydz,
MS,. = /fo xy(x,y, z) dedydz.

© Wspbtrzedne srodka masy obszaru U
MS,. MS,., MS,,
€T = — 7 = — E——
°TTm o YT T M

@ Momenty bezwtadnosci wzgledem osi 0z i punktu O = (0,0,0) obszaru U

1, :// (y2 +22)7(x7y,2)dxdydz, Io :f[U(m2 +y2 +Z2)’y(m,y,z)d:cdydz.
U
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